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Bloc IV - Passem 1’equador!

7

2830. L’imitacio6

L’Tnaki viu al limit i ha perfeccionat les seves imitacions del professorat de Calcul 1. Ara
bé, tan bé no els imitara si no sap resoldre el limit segiient!

n+n?+---+n"
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Podrieu ajudar-lo?

Solucié. Dividint per n” el numerador i el denominador, obtenim:

2 n 1 1 1
1 4+ 1 4414
L= lim nAEn N = lim "11 ”22 n
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Ara calcularem el limit del numerador i el del denominador i si els dos existeixen, el limit del
quocient sera el quocient de limits.

El limit del numerador és 1 ja que podem fitar-lo pels 2 costats per funcions de limit 1 i aplicar
el teorema del sandvitx. Definim, per a cada n € N,

2 1 1 1
f(n)=1+g, g(n)znn,1+w+”'+*+1v h(n) =1

Clarament, g(n) > h(n) ja que el primer terme té més sumands i s6n positius. Per altra banda,

2 1 1 11 1
f)=1+Z=1+—+4n-5>14+-+ S+ + = g(n).
n n n n n n

Per tant, com que

lim f(n) = lim h(n)=1 i f(n) > g(n) > h(n),

n—oo n—oo

pel teorema del sandvitx obtenim que lim,,_,o, g(n) = 1.

Pel denominador, procedim similarment. Considerem la funcié t(z) = ze* on a és un valor
fixat. Clarament ¢(z) és continua en (3, 00) per ser producte, composicié i divisi6 (sense que el
denominador s’anul - li) de funcions continues en aquest interval. Aleshores podem calcular la
primera derivada de t(z): ¢'(z) = ez + me%(—%) —er(1— 2). Resolent t'(x) = ex (1 — 2) =
0 < (1-%2) =0 <= z =a, trobem que en x = a hi ha un punt critic de la funcié. Calculant
el valor de la segona derivada en aquest punt trobem: ¢’ (z) = e%(l%) +e%(;—§)(1 —2) = e%(‘;—i).
Aleshores t"(a) = £ > 0 perqué a > 3 > 0. Per tant, el punt critic correspon a un mfnim i
tenim que per z € (3, 00), t(z) = zew > t(a) = ae. Dividint a cada banda d’aquesta desigualtat
per ex, arribem a & < ez 1. Elevant a z cada banda, (2)* < e que és cert per x € (%, 00).
En particular, si x =n € Nyg i fem el canvi de variable b=z —a =n — q, (”be)” <e P



Ara podem definir g(n) = (1)"+(2)"+- - -+(2)™ i utilitzant la desigualtat per b = 0,1,...n—1,
tenim:

g(n) = <1>n+(2>n+---+<n)n§el"+e2”+...+e1+1:f(n)

n n n
En la dltima igualtat, definim aixi f(n). Aleshores, tenim:
1—e™ 1
lim f(n) = lim e+ " ... +e 14 1= lim c __ = ¢

n=oo n=oo n—oo ] —e1 1—e! e—1

A continuacié, anem a fitar inferiorment g(n) per una altra successié h(n) que tendeixi al
mateix limit, i aixi poder aplicar el criteri del sandvitx i concloure el limit de g(n). Aixi,
considerem un natural ¢ = ¢(n) < n que fixarem més endavant, i observem que podem fitar
inferiorment g(n) eliminant n — ¢ sumands positius:

= (2 < (5 -5 (8

Aixi doncs, si definim

tindrem que g(n) > h(n), en virtud de la desigualtat

n 2 3
(1_k) Z(@_k_k + k )
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que és valida per a tot n € Ni0 < k < n. Aquesta tltima es pot provar usant la formula de
Taylor. Vegem-ho:

n 112 2 3
(1_k> g 1k (n 3n+2)li’
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i per 'altra banda

2 2 23
e_kgl—k—f—% == e_k—u

<1_k+n—2kj n? — 6n k* ( k)"
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Aixi doncs, avaluant I’expressié de h(n), tenim

- 1< l—e b cle+1)(2e+1) A(c+1)2
hin) = e~ =Nk + k3 = — - :
() =2 e nz * 1—et 6n 4n
k=0 k=0
Aixi doncs, si prenem ¢ = ¢(n) de manera que
4
lim ¢(n) = +o0, lim c(n) =0,
n——+o0o n—oo
com per exemple ¢(n) = | ¢/n|, obtenim que
1 e
A b)) = =5 = ooy



En conclusié, hem trobat funcions f, h tals que

lim f(n) = lim h(n) = —

n—00 n—00 e—1

e
i pel criteri del sandvitx, obtenim que lim, o g(n) = 1 Aixi doncs, obtenim finalment que
e

el limit demanat és el qiiocient de limits, que hem determinat per separat:

 on+n?4 4" 1
lim =1--.
n—oo I™ £ 27 4 ... 4 07 e
Esperem haver ajudat a perfeccionar les imitacions de I’Inaki, i que no s’hagi atipat massa amb
tant de sandvitx.



