XXIV Marato de Problemes
Mamadisimos, 2 de maig de 2020

Bloc VI - Si enteneu ’enunciat, ja esta bé

1648. Entrena ments

En Miquel esta pensant un problema en un entrenament del Roura. Quan pensa els
problemes, sempre fa passes erraticament movent-se per la sala i no s’atura fins que ha
trobat la solucié del problema. A més, té la mania d’alternar amb quina cama comenca
les passes: dreta, esquerra, dreta, esquerra... i només pot acabar quan ha comencat el
mateix nombre de passes amb la dreta que amb 1’esquerra (si no, quedaria descompensat i
li entraria TOC). A més, en Miquel necessita fer almenys una passa (de fet, almenys dues
perque després haura de fer-ne una altra amb ’altra cama) per poder trobar la solucié
d’un problema (i si no resol problemes, el Roura no el deixa berenar).

Podem imaginar la sala com una quadricula infinita amb en Miquel al centre. En total fa
2n passes (n > 1) i a cada instant es pot moure equiprobablement amunt, avall, a la dreta
o a ’esquerra. Proveu que la probabilitat que en Miquel acabi a dues o menys passes d’on
ha comencat es pot expressar com 2‘—; amb a,b € N.

Solucié. Si pintem el terra com un tauler d’escacs, i suposant sense perdua de generalitat
que en Miquel comenca en una casella blanca, podem agrupar les seves passes de dos en dos de
manera que al final de cada grup de dues passes es troba en una casella blanca (podem fer-ho
perque el nombre total de passes és parell). Tenim doncs que podem prescindir de les caselles
negres, i rotant la nostra visiéo del terra 45°, podem veure les caselles blanca com una nova
quadricula infinita, on ara els moviments permesos sén a qualsevol de les 9 caselles adjacents,
inclosa la casella actual, amb les probabilitats que es veuen a la figura (que es poden calcular a
partir del nombre de parelles de passes que arriben a cada casella).
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Considerem les variables aleatories X;, Y; per i = 1,...,n, que representen el desplacament
en les direccions X i Y del pla en la passa i, entesos en aquest nou punt de vista del problema,



i per tant prendran els valors:

—1 amb probabilitat
X; = 0  amb probabilitat
1 amb probabilitat

—1 amb probabilitat
Y, = 0 amb probabilitat
1 amb probabilitat
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Les variables aleatories X; i Y; sén independents ja que el producte de probabilitats és la
probabilitat de la interseccio, perque si multipliquem el vector v = (i, %, %)T pel seu transpos

obtenim la matriu de probabilitats de la figura anterior.

A més, les variables aleatories X; i Y; amb ¢ # j sén també independents trivialment. Conside-
rem les variables aleatories X = X1+---+X,,, Y = Y1+---4Y,,. Deles relacions d’independeéncia
anteriors, deduim que X i Y sén independents. Notem pero que la probabilitat que se’'ns demana
calcular és equivalent en aquest nou punt del vista del problema a p(|X| < 1)Np(|Y| < 1), pero
donat que X i Y sén independents i idénticament distribuides tenim:

p(IXI < LY <1) =p(X] < Dp(|Y| < 1) = p(IX] < 1)?

Aixi doncs, només cal provar que p(|X| < 1) és un nombre racional i ja haurem acabat. Pero
de fet, donat que el nombre de passes és finit, la probabilitat d’acabar en una casella (considerant
ara només moviment en la direccié X) és la suma de les probabilitats de cadascun dels camins
que acaben en aquesta casella. Pero aquestes probabilitats sén racionals (per ser producte
finit de racionals), i per tant la suma d’elles també és racional. Per ultim, la probabilitat de
I'esdeveniment | X| < 1 és la suma de les probabilitats d’acabar en les caselles —1, 0 o 1, que pel
mateix argument es tracta d’un nombre racional. Sembla ser que aqui I'tinic irracional que hi
ha és en Miquel!



