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Bloc VII - No ploreu
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1009. Un problema molt interessant

En Jordi Rodriguez ha trobat un problema molt interessant i ha anat rapidament a
explicar-li a la seva amiga Patri. S’ha endut una decepcié en sentir la seva resposta:
“Nen, un moment, en quin moment se t’ha passat pel cap que m’importa el que m’estas
dient? T’ho dic molt en serio, tu i jo deixarem de ser amics”. El problema és el segiient:
Sigui f(n) el nombre de subconjunts de Z/nZ tals que els seus elements sumen 0 a Z/nZ
(incloent el conjunt buit). Demostreu que:
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on ¢(d) és la funci6 d’Euler.

Solucié. Considerem el polinomi P(x) = (14 2°)(1 +2!)... (1 + 2" 1). Aquest polinomi és
tal que quan desenvolupem tots els productes, el coeficient de z* és el nombre de subconjunts
de {0,1,...,n — 1} que tenen suma k, ja que quan multipliquem els n factors, per cada factor
escollim si multipliquem per 1 (no fer res) o augmentem l’exponent en una quantitat (que
correspon a afegir el nombre en 'exponent al conjunt i augmentar la suma). Per tant, el valor
de f(n) és la suma dels coeficients que acompanyen als zF on k és multiple de k, perqué un
conjunt té suma 0 en Z/nZ <= té suma multiple d’n en Z. Recordem pero, que sabem com
calcular la suma dels coeficients en posicions miltiples de n. A la llista 4, al problema 706 vam
veure que P(w)+ P(w?)+...+ P(w") és n vegades la suma dels coeficients en posicions miiltiple
denonw = e . Per tant, tenim:

n-f(n) = Pw)+ Pw?) +...+ P(w")

aixi que per acabar el problema, hem de veure que
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P(w) 4+ P(W?) + ...+ P(w") = > p(d)2
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Anem a calcular P(w’) per un j fixat i després farem la suma per tots els j de 1 a n.
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denota el maxim comu divisor de n i j. Calculem doncs P(w;) = (1 +w§»’)(1 +w]1») (1 —Hu;f“l).

Sigui d = (n,7) i Q(z) = (z — W) (z —wj) ... (z — w?_l) = (@ —-w)(@-w])...(z— w}ib_l) =

de manera que a i b sén coprimers i (n, j)

0 1 b—1\\d T ; S, 0, b_  _, (d=1)b

(z —wi) (@ —wj)... (a:d— wg )¢ on la tltima igualtat és certa perque w; = wj = ... = w; ,
N . ; .

wjl- = w?“ =...= w](- o+ , 1 aixi amb tots perque wé? = ¢?™@ — 1. Fixem-nos ara en que

les arrels de Q(z) sén w?, w}, - w?il cada una amb multiplicitat d. Aquestes arrels sén



de la forma e2™% per k = 0,1,...,b— 1. A més a més, sén arrels b-éssimes de la unitat
perque si les elevem a b obtenim 1. I com que a i b sén coprimers, ak conté tots els residus
modul b i per tant, per cada parell de valors de k obtenim arrels diferents. Juntant-ho tot,
aixo vol dir que com tenim b arrels b-éssimes de la unitat diferents, les tenim totes, i per tant,
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W@ -wh. (-wt ) =2t —1iQ(z) = (a* - 1)%.

Observem que voliem calcular P(w;) = (1 + w?)(l + wl) (14w 1'i que com Q(x)
(z — wi)(@ - wjl) = wf T, (FD)"Q(-1) = (-1 = w)(~1 ~ %1) (=l-wiTh) =
(1+wj )(1 +wi)... (14 w?_l) = P(w;). Utilitzant que Q(z) = (2° — 1)¢, deduim que P(wj) =

D ((=1)P=1)? = (=DM (=)' =1)7 = (=D)P((=1)*=1))? = (1=(=1)")? = (1—(=1)T7 ) ("]
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desfent els canvis de variable. Ara ja podem acabar el problema. Recordem que voliem veure

P(w)+ PW)) +...+ P(W") = Z o(d)2d
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Fins ara hem vist:

P(w) 4+ P(w?) +...4+ P(w") =
J

n
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Per fer aquesta ultima suma, enlloc de considerar cada valor de j, considerem cada valor que
pot prendre (n,7) (ja que cada sumand només depeén d’aixo). Vegem primer per un d qualsevol,
per quants j (1 < j < n), tenim (n, j) = d. Si (n,j) =d, d divideix n i j i (5, fi) = 1 Aleshores
només hem de considerar els d que divideixen n i la quantitat de j que satisfan (% %) =1és
¢(%), perque per tot nombre c entre 11 %, existeix un j entre 11 n tal que ¢ = %1 I Ia funcié

©(m) compta els nombres entre 1 i m coprimers amb m. Aixi doncs,

(1 — (1)) md) Zso —1))?
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P(w) + P(w?) + .. = Y

Ara fem el canvi de variable d’ = % i com sumar pels d tal que d|n és sumar pels d tals que
oln:
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P(w) 4+ P(w?) + .. Zap )d) = o(d)(1 - ( (-1
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Ara separem la suma segons la paritat de d’. Si d’ és parell, aleshores 1 — (—1)d/ = 0 i aquest
terme no contribueix a la suma. Si d’ és senar 1 — (=1)% = 2 i per tant,

n-f(n)=Pw)+Pw?) +...+Pw") = Z o(d)2w
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que era just el que voliem veure.



