XXIV Marato de Problemes
Mamadisimos, 3 de maig de 2020

Bloc VII - No ploreu

1495. Problemes d’identitat

En Pep Burillo ha posat un nou entregable, que diu el segiient: “Sigui f : R — R una
bijeccié satisfent que:

o fla+y)=f(z)+ f(y)
o flzy) = f(2)f(y)

per a tot z,y € R. Demostreu que f(z) = x”. L’Angela esta tenint alguns problemes per
resoldre ’entregable, la podeu ajudar?

(Bastant) més tard, arriba el Gimé i afirma que el resultat també és cert si se substitueix
la segona condici6 per f(1) = 1. Té rag?

Soluci6é. Angela)

Substituint x = y = 0 a la primera equaci6é obtenim f(0) = 2f(0), aixi que f(0) = 0. Ara
substituint x = y = 1 a la segona, obtenim f(1) = f(1)f(1). Com que f és una bijeccié, f(1) # 0
(perque f(0) = 0) i podem dividir a cada banda per f(1) per obtenir f(1) = 1. El segiient pas
és veure que f(n) =n V¥n € N. Ho farem per induccié.

Per n = 0,1 ja hem vist que és cert, és a dir, els casos base funcionen. Ara suposem que
f(n) = nivelem f(n+1) = n+ 1. Posant x = n, y = 1 a la primera equacié tenim que
fn+1) = f(n)+1=n+1on la dltima igualtat és certa per hipotesi d’induccié. Aleshores
hem vist que si el resultat és cert per n, ho és per n 4+ 1 i com es compleix pels casos base, pel
principi d’induccié matematica, és cert Vn € N.

El segiient pas és veure que f(q) = q Vg € Q™. Posant z = n, y

equacié, arribem a 1 = f(n-2) = f(n)f(2) = n- f(2) i per tant f(L)
T=py= l amb p,q € N a la segona equacié, obtenim: f( )= f(p)f(

% per inN a la segona
= % Ara, substituint

%) = 2. Com qualsevol
racional posmu pot escriure’s de la forma Z amb p,g € N tenlm que f(z) = x per tot racional
positiu (i pel 0 també). Ara posant a la primera equacié x = z, y = —z, pe z € R obtenim
0= f(0) = f(z) + f(=%) i per tant, f(z) = —f(—=) per tot x € R. Posant ara z = —L en

aquesta ultima per p,q € N, obtenim: f(—%) = —f(g) = —%. I per tant, f(x) =z Vo € Q.

Ara considerem un real positiu qualsevol z i posem x = y = 1/z a la segona equacié. Obtenim
f(2) = f(\/2)? > 0 ja que no pot ser igual a 0 perque f és una bijeccié i f(0) = 0. Ara, si tenim
a > b, posant a la primera equacié x = b, y = a — b > 0 trobem f(a) = f(b) + f(a —b) > f(b)
ja que a —b > 0 i hem vist que tot positiu déna imatge positiva. Per tant, com Va,b € R,
a>b = f(a) > f(b), tenim que f és estrictament creixent.

Acabem veient que f(x) = x per tot real z. Suposem que no és aixi i que existeix z tal que
f(2) # z. Si f(2) > z, aleshores com entre qualsevols 2 reals hi ha un racional, 3¢ € QN (z, f(2))
tal que f(q) = ¢q. Pero com ¢ > z = f(q) > f(2) i tenim f(q) = ¢ < f(2) i ens trobem amb
una contradiccié. De manera similar podem fer l'altre cas.



Si f(z) < z, aleshores com entre qualsevols 2 reals hi ha un racional, 3¢ € Q N (f(2), ) tal
que f(q) = q. Pero com ¢ < z = f(q) < f(2) i tenim f(q) = ¢ > f(2) i ens trobem amb una
contradiccio.

Per tant, no pot existir tal z i f(z) = z per tot z € R és la tnica soluci6. Es comprova
substituint aquesta funcié a les dues equacions, que és realment solucio.

Gimd) No tens rad, Gimd, sempre que assumim cert ’axioma d’eleccié. De fet, considerem
una base B de R vist com a Q-espai vectorial, amb 'l com a representant de Q C R, i sigui
V = (B\{1}), el subespai vectorial generat per la base menys l’element 1. Aleshores R =
({1} @ (B\{1}) = Q& V. Considerem la funcié f tal que, per cada x =g+ v €R,

f@)=flg+v)=q—v

Vegem que aquesta funcié esta ben definida, és bijectiva i satisfa les condicions f(z + y) =
f(x)+ f(y) i f(1) =1, perd f no és la identitat. De fet

e f esta ben definida, perque la descomposicié de tot element com a suma d’un element
de Q i un de V és tnica, ja que la suma és directa.

e f és bijectiva. Es immediat, ja que es pot comprovar facilment que és inversa d’ella
mateixa: f(f(q+v)) = f(q—v) = q+v.

e f éslineal amb la suma. Si z,y € R amb x = q; +v1 i y = g2 + v9, aleshores:
f@t+y)=fla+vi+at+v)=qa+q-—(vtvz)=(q—v)+(@2—v2) =[f(x)+ f(y)
o f satisfa la condicié del Gimé. Clarament, f(1) = f(14+0)=1-0=1.

No obstant, f(x) # x per tot € R\Q, i per tant el Gimé s’equivoca.



