P4450 (Jordi Pesao)

May 2, 2020

Observamos que la notacién parece indicar que es la derivada un medio. Por
tanto, parece razonable asumir que el resultado sera D f(z) = %(w). Primero,
vedmos una definicién similar de integral un medio y diversas propiedades entre
ambos.

(I%<ﬁf>><x>=uf><x - " f(0yt (2)
(D* f)(x) = (- (1% f))(x) = (D% f)) () (3)
(DE(I3(f))(x) = f(z) (4)
(I3 (D% (f))(z) = f(z) (5)

La propiedad (3) se deduce directamente de la definicién. Para las demds
vayamos paso a paso.

Propiedad 2.

(I3 (I7 f))(z) f/ (x—t)" (I (x)dt:\;,r/oz(x— %f/ (t— )72 f(s)dt

=;/0 /0(x_tr%(t—s)—%f(s)dsdt:jr/ozﬂs)/s (2~ 1) 4 (t — )" Fdrds

En el dltimo paso hemos aplicado el teorema de Fubini para intercambiar las
integrales. Ahora evaluaremos la integral del interior multiplicando y dividiendo

por (z — s)~ 2, y haciendo el cambio de variable r = i-s
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donde se ha aplicado que fol(l — )"z adr =

Propiedad 4. Usando la propiedad 3 y la propiedad 2 queda:

(DHIH()@) = (DUHTHN))a) = (DU = 45 [ f0de = 110

donde la ultima igualdad es el teorema fundamental del Calculo.

Propiedad 5. Esta propiedad requiere de que f tenga un ” potencial integral
un medio”, o lo que es lo mismo, que exista ¢ tal que f(z) = (I%gp)(x). Pero
esta propiedad se deduce que f es ”suficientemente diferenciable” por el siguiente
razonamiento:
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= I3(f—I2¢)=0

=f=1 %gp
Nos ha quedado una ecuacién integral y si anades ”suficiente diferenciabilidad”
tendrd solucién tnica, es decir el 0. También se ha usado que todos los op-

eradores aqui presente son lineales. Para acabar esta propiedad razonaremos
como sigue:

N|=

IH(DAf) = I3(DA () = 1

p=f

donde se ha usado la propiedad 4.

Conclusién final. Seca g(z) = (D2 (D= f))(z), entonces por la propiedad
5y la propiedad 2, f(z) = (I%(I%(g))(x) =
fundamental del calculo queda finalmente:

(Df)(x) = g(x) = (D

Y todo cuadra como Dios manda.

(Ig)(x). Aplicando el teorema
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