XXV Marato de Problemes

Parc Jurassic: Jordi Castellvi, Inaki Garrido, Marti Oller i Miquel Ortega

117. Pero el Sarrus no és allo de les dents?

A causa de les males notes que van treure I'any passat, els n? alumnes d’en Jordi

Guardia han repetit. Novament, les notes han sigut catastrofiques, i, mantenint-se fidel
al seu metode, en Jordi les ha escrit en una matriu A = (a;;)1<ij>n, que curiosament
compleix que
_J1  sii+j és primer
i = 0 altrament

Cabrejat, en Martin Rodriguez ha tornat a anar a revisi6. Per aprovar d’una vegada
per totes, en Jordi li ha demanat que demostri que |det(A)| = k? per algun enter k o
no podra pujar nota!

Resolucié. Més en general, considerem la matriu:

1 T 0 i)
I 0 T 0
0 i) 0 T3

on les variables xp son enteres, i estan posades al llarg de les antidiagonals de forma
alternada. Demostrarem que aquesta matriu té determinant £k, amb k enter. Pel
nostre problema, només és qiiestié de posar x; = 1 o x; = 0 alla on toqui.

Observem el segiient:

1 1 0 a9 ... 1 0 0 0 ... 0 1 0 x4
zy 0 x99 0 ... gy 0 a9 0 ... 1 0 29 O

det 0 i) 0 I3 = det 0 i) 0 I3 + det 0 ) 0 I3

Si les dimensions de la matriu sén senars, llavors el segon determinant és 0: a les files
1,3,...,n tenim entrades tinicament en les columnes 2,4,...,n — 1; és a dir, tenim
(n+1)/2 vectors pertanyents a un subespai vectorial de dimensié (n —1)/2, de manera
que han de ser linealment dependents.

Si les dimensions de la matriu sén parells, llavors és el primer determinant el que
s’anulla: expandint per 'l a la posicié (1, 1) ens queda una matriu com la del paragraf
anterior, que té determinant 0.

Observem que el cas senar es redueix al cas parell desenvolupant per la posicié (1,1).
Respecte el cas parell, podem permutar les files deixant les files parelles al principi i



després les senars i permutar les columnes deixant les senars al principi i després les
parelles per tal que ens quedi

0 T 0 i)

gy 0 x99 0 ... B 0
det 0 To 0 T3 ... = t+det (O B
on B és la matriu
Ty T2 T3
To T3 T4

T3 T4 Tp
Per tant, el determinant en aquest cas sera + det(B)?, i ja estem.

Bambiraptor



