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243. Put in more words

Espereu. Tranquis, Wide Putin. Que ja us veiem escrivint “243. Trivial [1” i encara
no heu ni llegit el problema. Potser a Harvard aixo us ho accepten pero per nosaltres
no tot és tan facil. Respireu profundament i intenteu resoldre el seglient problema en
no menys de 3 linies.

Sigui d > 2. Donada 'esfera ST i d punts sobre ella, demostreu que es pot tracar una
recta passant per l’origen tal que la distancia de cada punt a la recta sigui com a minim

d—1

T
Resolucié. Siguin py, ..., pg els punts donats, que entendrem com vectors de R?. Sigui
r € S41 C R? un vector amb ||r|| = 1. La distancia de p; a la recta que passa per

l'origen i per r és sin(f), on # és angle que formen p; i r. Per tant, que la distancia
sigui la demanada és equivalent a sin(#) > \/‘%1, és a dir, és equivalent a
1
(pi,7)? = cos?(#) = 1 —sin?(f) < 7 (1)
on aqui i d’ara en endavant (u,v) és el producte escalar estandard a R".

Si p1,...,pq s6n linealment dependents, es troben dins d’un hiperpla i podem prendre
r pertanyent al seu ortogonal intersecat amb S9!, complint trivialment la condicié.
Suposem d’ara en endvant que sén linealment independents.

Sigui B la matriu de canvi de base de {p1,...,pqs} a {e1,...,eq}, és a dir,
B = (p1 pd),
de manera que Tr(B'B) = Y%, ||p:||> = d. Siguin €y, . .., e, signes per triar i
€1
v=(B""
€d

Prenent els signes de manera uniformement aleatoria, tenim que, si C' = B~(B!)~!

E(|lv]I*) = E( > 5z‘5j0ij) = Tr(C).
1<i,j<n
Ara bé, C' és simetrica i definida positiva, de manera que si 1/); sén els seus valors
propis, fent servir la desigualtat entre la mitjana harmonica i I'aritmetica i que C~! =
B'B,
2 d2
v — =d.
B(lo]?) =% 2 5y = D




Per tant, existeix una configuracié de signes de manera que |[v|| > v/d. Prenem aquesta
configuracio i assignem r = ”z—” Aleshores

(81 . €d> B_lpi = \78,

(r,pi) <

Sk

és a dir, que verifica (I]).
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