EULERDOS MARATO DE PROBLEMES XXV - FME

246. Para todo bol-la

Seguidament construirem un posicionament de les boles d’A en el cub sense que s’intersequin dos
a dos.

Numerem les boles d’A. Anomenem b; la bola i-éssima i r; el seu radi, i definim B,, := {b1,...,b,} C
A. Posicionar les boles de B, és equivalent a donar una tupla P, = (pin,...,Pnn) O Pin és el
centre de b;. Direm que el posicionament és "bo” si Vi,j € {1,....,n} B(pin,7:) N ([0,1]?)¢ = @
i d(pin,pjn) > i +1;, és a dir, si les boles estan contingudes en el cub i no s’intersequen dos a
dos. Per les hipotesis donades, Vn € N 3P,, un posicionament bo de 5,,, aix{ que podem considerar
una successié de posicionaments bons (P, )nen. Aquesta successié de posicionaments indueix una
successié de centres (pin)n>; per a cada b;, 1 com que sén successions de punts en un compacte

totes admeten parcial convergent en [0, 1]3.

A continuacié associarem a cada b; un punt concret p; € [0,1]* que serd el seu centre en un
posicionament bo de tot A per demostrar que en efecte es poden posicionar totes les boles de
A. Ho farem de la segiient manera: Com que (p1,)., admet parcial convergent, en triem una,
definim p; com el limit de la parcial, i definim (P,(Ll))n com la parcial de (P,), associada a la
parcial convergent de (p1,,),. Repetim el procés de tal manera que donada la successié (Py(,k_l))m
la parcial de (P,), on (pin)n convergeix per ¢ < k, prenem una parcial tal que pg, convergeixi,
definim p; com el limit i anomenem (PT(Lk))n a la parcial corresponent, de tal manera que en aquesta
(pin)n convergeix a p; per ai < k. Com que a cada pas ens quedem amb una parcial infinita que es
comporta escencialment com la successié originial, podem arribar a qualsevol i € N concret. Aixi

doncs, hem obtingut un punt p; per a cada b; € A que sera el seu centre quan posicionem tot A.

Demostrem doncs que aquest posicionament és bo. Demostrem primer que Vi,j amb ¢ # j, b; i
b; no s’intersequen quan els posicionem a p; i p; respectivament. Suposem que si i arribarem a
una contradiccié. Si s’intersequen, com que sén obertes, no s’intersequen unicament en un punt
i tenim doncs que d(p;,p;) < r; + r; i doncs també Je > 0 tal que d(p;,p;) < 7 +r; —e. Pero
si considerem la successié (PT(,j ))n, on pi, i pjn convergeixen, tenim que per aquest &, In;,n;
tal que d(pin,pi), d(Pjn,p;) < €/2 quan n > n; i n > n; respectivament, i doncs aplicant la
desigualtat triangular i prenent n > n;, nj, tenim d(pin, Pjn) < d(Pin,pi) +dPi, pj) +d(pj, Pin) <
e/2+r;+r;j+e+¢e/2=r;+r;, que vol dir que b;, i b;,, s'intersequen, en contradiccié amb que
tots els posicionaments eren bons.

Similarment es demostra que b; esta completament continguda en el cub considerant p; i p €

([0,1]3)¢ i aplicant un raonament per distancies analeg. Aix{ doncs, (p;); determina un posiciona-

ment bo de totes les boles d’ A, com voliem.



