Problema 1906: La Real integral
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Gossos d’esquadra al rescate!

iHemos detectado un duelo de integrales no consentido! Ante tal emergencia, hemos venido lo antes
posible para detenerlo, pero nuestra base estd en Vacarisses y en Rodalies ya no aceptan perros (el pobre
Marshall estaba ligero de estémago, en su defensa hay que decir que en el vagén habia gente que olia
peor que eso).

Llegamos justo a tiempo para tomar declaraciéon a los implicados:

Alex Rodriguez, victima y responsable de la solucién en variable compleja:

“;Por qué conio me estd tomando declaracién un perro que huele a mierda? Lo que me faltaba, llevo 2
semanas redactando y corrigiendo problemas, Two Men OI'(Hes7I'ar no para de quejarse, la gente no
sabe poner el nombre bien a un puto pdf y ahora me viene una panda de perros cocainémanos que dicen
haberme salvado. jSi he sacado la integral en un pisplas!” (esconde los 19 folios restantes).

Mirad, aqui estd, es trivial:

Tenemos que sin(sin(z))ec(®) = Im (ecos@+isin(@)) — Im(e®”), por lo que I Wec"s@)da@ =

Jo~ Tm (8;) dv = [;*Im (ZnZO %) dv = 3,505 Jo Im (#) dv =305 Jo = dr. Ob-
servamos que [I,, = fooo %dw = fooo Wdu = Iy, donde hemos hecho el cambio de variables v = nx,

> %dw. Vamos a calcular esta integral con una integral

y que el integrando es par, por lo que 2y = f_oo
de contorno:



Definimos las curvas y1 gr(t) = ¢, t € [%,R] Yo,r(t) = Re', t € [0,7], y3,r(t) =t, t € [-R,—%], ¥
Yor(t) = ™% t € [0,7]. Sea f(z) = “=L, holomorfa en C — {0}. Observamos que el conjunto
delimitado por yg = v1,r + Y2,r + V3,R + ’Y4,R no contiene el 0 para todo R > 1, por lo que, por el

teorema de Cauchy, va f(z)dz = 0. Ahora, calculamos la integral en cada contorno:

=L dx cuando R — o0

o [y fR)dz = [ e [
.f’m’Rf (2)dz =i [ < e

em—l Re”dm _ ’L'fﬂ iRe'™ 1)d.’17 |eiRe”| _ |€iRcos(x)—Rsin(x)| —

= e~ fi5in(®) — Ovz € (0,7) cuando R — oo, por lo que | [; e R | < Jo e Bsin@dz — 0 cuando
R — oo (podemos introducir el limite en la integral por el TCD), por tanto fw - f()dz — —im

. f%Rf(z)dz: __R% gdw%fo e —Lldx cuando R — oo

. f'M,R f(z)dz = —i Ow er —11 R%emfl edy = —zf —1), ahora |e' "¢ *| = |ei® cos(@)— g sin(@)| =

= ¢~ %) egt4 dominada por una funcién integrable. ¢%¢" - 1 cuando R — 00, de nuevo por
el TCD, f'm L f(2)dz =0

En conclusion,
0=/ flz)dz= f%,R f(z)dz—i—fvm f(z)dz—i—f%’R dz+f 2)dz — —im+ [7

las partes imaginarias, f_oooo de =2ly=mm = Iy=73.

sin(sin(z)) sin(n 1 0 1 enm
P tant COS(%)d — / = — ]y = — _— = —
or an07/0 o = an Zmo QZn! 2

n>0 n>0

—14dz, igualando

Abel Donate, responsable de la solucién en variable real y presunto traficante de una es-
pecie de aguilas en peligro de extincidon:

“Anda, llevaba casi una semana sin ver a un perro con pistola.” (Se quita las gafas de sol para limpiarle
los restos de plumas) “Pues nada, yo pasaba por aqui en mi quinto viaje este mes por el mundo (es
duro el afio de TFG chavales os lo prometo, yo lo he pasado fatal) cuando detecté con mi superpoder
integrador que Alex habia resuelto la integral usando variable compleja.

Veo que el nivel del Integration Bee ha bajado muchisimo desde que lo gané. ;Variable compleja?” (Re-
sopla y niega con la cabeza) “;Qué serd lo siguiente, dejarse la coma del vocativo?;Comerse el reciproco?
Entonces decidi aparecer con la solucion, que por algo se llama Real:”

Empezamos demostrando que

: 2m+1($)

. coos(a ™ cos™(x) sin
sin(sin(x @ = Z Z l@m 1 1)]

n>0m>0

_ Z smﬁ;zx)

n>0

sin(nx [21-1 n . e 2k—
S0 G = 57 o Sy (o) (< 1)F sin(a) 2+ cos(a) 2t =
= [51-1 (71)k5in(x)2k+l Cos(z)n72k71 _ (*1)ksin(x)2k+1 cos(m)n72k’1 _
= 2nz0 220 (n—2k—T1)1(2k+1)! = 2ok20 2on>(2k+1) (n—2k—1)1(2k+1)! =

= k>0 Zm>0 Sl:;(‘g:r;)fos(m)m , donde en el tiltimo paso hemos hecho un cambio m = n—2k—1(para

cada k).

Por lo tanto

sin(sin(z)) 4e0s(@) / sin(n
) dr =
[ =X

fOOO sin(x)

oo sin(nz) d

Ya hemos visto que f dx, vamos a calcular ahora esta ecuacién con métodos de

variable real.

€Tr =



Sea I(a) = [;° sin(w)e ™ 4z con a > 0. Tenemos que 1(0) = [,

0o sin(z)
x 0o "=z dx

, ¥y que lim, o I(a) = 0, donde

sin(z)e” "

hemos usado que estd dominada por % para a > 1.
d% (M) = —sin(x)e” ", que estd dominada por e~ %*, y por tanto I'(a) = — fooo sin(x)e”*dx =
Lsin(z)e=]go—L [ cos(z)e " dx = —1 (ZLcos(x)e ] — L [Fsin(z)e "da) = — 5 - 51 (a) =
2
—I'(a)HE = &5 = I'(a) = —H% = I(a) = C — arctan(a), para encontrar C, usamos que
limg oo [(a) =C— 2 =0 = C =1, luego [(0) = [ &gy = 7
sin(sin(z)) sin(nz) ™ 1 enm
De nuevo, obtenemos COSZ)d == — = —
HHEVO, Hem /0 x Z n! / 2 Z nl 2
n>0 n>0

Para los haters que digan que he usado la formula de Moivre:

Sea a,, = sin(nx), b, = cos(nx), demostramos por induccién que

z1-1 : n—2k— El n—
an = SIE T (A1) () sin(w)? ! cos(a)" 2L, b, = SEE(—1)F (31) sin()?* cos(a) 2"

an = sin(nx) = sin(x) cos((n — 1)x) + cos(x) sin((n — 1)z) =

. n-t n—1\ _: n—2k— n-11-1 n—1y .- n—2k—
sin(x) IE:O J(—1)’“( %1) sin(x)? cos(z)" 21 4cos(z) le:o 1 (—1)k(2k+11) sin(z)2F ! cos(z)" %2 =

| 252 n— . n—=2k— [2521-1 n— . n—=2k—
=30 (—DF(", 1) sin(z)?+ cos(z)n 2R + 30, 2 (—1)k(2k+11)51n(m)2k+1cos(x) Zk—1

e 1 par:

Zlﬁ{;l) (%1) sin(z)2F 1 cos(z)n 2k~ 1+Z _0( )k(2k+11) sin(z) 2+ cos(z)" 2k =
= o (1)F sin(a) cos(a)™ 2 () + (7)) ) =

21-1 . n—2k—1{ n
= ;Lil) (=1)F sin(z)? ! cos(z)" 21 (,,1 )

e 1 impar:
ZIE (_1)k (n;kl) sin(z)2k+1 C’oﬁgx)nf%fl 4 Zlﬁ(_l)k(g;;ll) sin(x)%H Cos(z)"f%fl —
= (—1)%1 (Zj) sin(2)" 4+ 3, 2, (—1)" sin(z)2* 1 cos(z)n 21 (("2_,:) + (27};_11)) =
= (1) sin(@)" + S0 T 1)k sin(@) L cos(z) L () =

o 1 2Ut+1
1 n—2k— n
=302, (—=1)*sin(x)**! cos(z)" 2 1(2k+1)

Idem para la secuencia b,,.

Marshall, responsable de la declaracion:

“Ya sé que deberia haber tirado la lata de atin que llevaba una semana abierta, pero no me gusta tirar
comida.”



Mensaje de despedida de Gossos d’Esquadra:

Queriamos agradeceros todo el trabajo que habéis hecho durante estos dias, especialmente siendo tan
pocos. Actividades tan especiales como estas son parte de la magia de estudiar en la FME, y necesitan
personas que pongan su granito de arena y vosotros lo habéis hecho genial. Nos lo hemos pasado muy
guau resolviendo y redactando los problemas, esperamos que os hayais echado alguna risa leyendo nues-
tras soluciones perrunas.
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