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Problema 6 — Lista 5. Partiendo de la relaciéon:

Gpt1 — 20y, = /3a2 +1
Elevando al cuadrado:
(ani1 — 2an)* = 3a% + 1

aiﬂ —4anan41 + 4a? =3a + 1
az. 1 —4anani1 +ai =1 (1)
Si desplazamos el indice n, obtenemos:
a? —4ana, 1 +ad> =1 (2)
Restando ambas:

(ai+1 —an_y) —4ap(ani1 — an-1) =0
(ant1 = an—1)(ant1 +an—1) — dap(ant1 —an—1) =0
(an+1 - an—l)(an+1 +an—1— 40%) =0
Como la sucesion es estrictamente creciente, a,11 # an—1, por lo que podemos dividir entre (@, —

apn—1), obteniendo:
Up41 = dan, —an—1

La ecuacion caracteristica de la recurrencia es:
2 _
r“—4r+1=0

Resolviéndola, obtenemos las raices oo = 2 + V3 yBp=2- V3. Y con las condiciones iniciales a1 =1,

as = 4 obtenemos:
o — Bn
2V/3
Veamos por induccién que todos los a,, son enteros. Si n = 2k y definiendo by, = o + @k , tenemos:
a2k _ BQk (O(k _ gk
a2k = =
2V3 2V3
Como o y (3 son raices de r? — 4r + 1 = 0, se tiene que by, es también una sucesién entera que cumple
b1 = 4by, — b1 con by = 2 y by = 4. Para k = 1, ag = 4 que claramente no es primo. Para k > 2,
asg es producto de dos enteros estrictamente mayores que 1, por lo que ningin as es primo.
2 2
Si n = 2k + 1, teniendo en cuenta que o = 2+ /3 = % yB=2- V3= %, tenemos:

A2k+1 = 2—\1/3 (a.o@k —-B- 321@)

1 <<1+\/§>2 ok <1—x/§>252k>

Ap =

>(ock+ﬁk)ak~bk

A2k+1 = We B) o = B
o = = ([0 + VLT = (L= VBB

(VB — (1= VBBF (14 VEB)oF + (1 - VB)BF
A2k+1 = 2\/5 5



Llamando C} al primer factor y Dy al segundo, ambos satisfacen la relacién de recurrencia xpy; =
4x), — wp_1 por ser combinaciones lineales de of y B*. Ademés, Co =1, C; =3, Dy = 1y Dy = 5, por
lo que Cy y Dy son siempre enteros.

Como agg41 = C - Dy, y para todo k > 1, Cy, > 3 y Dy, > 5, ningin agj41 €s primo.

Figura 1: Menorquin promedio



